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Résumé : Dans de précédents travaux, nous avons fourni un modèle du comportement “débit d'insuline/glycémie” du 
patient diabétique et une régulation de sa glycémie.  
 
Ce modèle comportemental est un modèle bilinéaire. Son acquisition consiste à identifier de 3 à 7 paramètres grâce aux 
données corrélées “débit de perfusion insulinique/glycémie” dont on dispose. 
 
Sur les tests initiaux, ce modèle de précision quadratique, présente en moyenne une erreur de 15% sur un intervalle de 
15 minutes. Le problème posé est de savoir si ce modèle permet non seulement la prédiction sur les 15 minutes 
suivantes mais permet en plus de prévoir que le patient entre dans une période d'équilibre stable ou instable de sa 
glycémie. Il serait alors possible, à l'arrivée d'une perturbation (repas, activité physique, stress) de piloter au plus près 
les variations de distribution d'insuline, par une adaptation automatique du modèle de correction à la situation nouvelle 
détectée. En particulier, si l'équilibre est stable, la prédiction sera en principe valable sur un intervalle de temps plus 
long alors que si l'équilibre est instable, il y aura lieu de diminuer l'intervalle de temps. 
 
Partant de ce même modèle, nous proposons ici d'étudier sa stabilité Entrée-Bornée-Sortie-Bornée (EBSB) ce qui 
signifie en clair que pour une entrée (débit d'insuline) de faible amplitude dans le temps, la sortie (glycémie) a cette 
même propriété de faible amplitude dans le temps. 
 
Selon les équations décrivant le modèle, nous distinguons 3 cas : ou bien la fonction du temps glycémie se calcule 
explicitement et une conclusion sur la stabilité du modèle s'en déduit, ou bien sans savoir calculer explicitement la 
fonction glycémie, on est toutefois capable de calculer ses majorant et minorant, s'ils existent, en fonction des majorant 
et minorant de la fonction du temps débit d'insuline. Enfin, dans le dernier cas, on sait seulement calculer s'il existe des 
entrées débit d'insuline à valeurs constantes qui soient stabilisantes pour le modèle. 
 
1.Introduction 
 
Il existe plusieurs voies d'administration de l'insuline 
  sous-cutanée, 
  intraveineuse, 
  intrapéritonéale. 
 
Ces deux dernières voies d'administration sont censées pouvoir répondre plus rapidement aux 
variations glycémiques compte tenu soit de leur rapidité de distribution, soit de leur impact 
hépatique au premier passage. Nous avons proposé grâce au système d'enregistrement quasi-continu 
des valeurs de la glycémie, le calcul d'un modèle bilinéaire donnant une bonne approximation du 
comportement “débit d'insuline/glycémie” (Figure 1) pendant une certaine durée et dans certaines 
conditions [11, 12].  
 
  
Figure 1 : Modèle  
Puis, le modèle acquis, nous avons proposé une méthode de régulation (Figure 2) par inversion du 
comportement entrée/sortie [9, 10]. En d'autres termes, il s'agit de calculer l'entrée (débit d'insuline) 
en fonction de la sortie (glycémie). 
 
Figure 2 : Régulation 
La régulation est dite à boucle partiellement fermée car les valeurs glycémiques ne sont utilisées 
pour calculer le débit d'insuline que toutes les 15 minutes, intervalle de temps constant. 
 
Plus précisément, sur des intervalles de temps constants [ti,ti+1]i, on calcule des modèles Mi puis on 
calcule une fonction débit d'insuline ui(t) permettant de suivre une trajectoire idéale yi(t) pour la 
glycémie. La trajectoire à suivre est recalculée dans chaque intervalle de temps puisqu'elle tient 
compte à la fois de la déviation entre la trajectoire idéale yi(t) et la trajectoire réelle de la glycémie 
et éventuellement d'un changement de modèle (Figure 3). 
 
Figure 3 : Suivi de trajectoire 
Le point crucial est de déterminer la taille des intervalles de temps, c'est-à-dire la fréquence de 
changement des débits d'insuline. Si on autorise des intervalles de temps variables, l'étude de la 
stabilité du modèle peut nous conduire à diminuer la taille de l'intervalle en cas d'instabilité. 
 
2. Contexte mathématique 
 
La première phase consiste à élaborer un modèle approprié. 
 
2.1. Le modèle 
 
Pour décrire le comportement “débit d'insuline/glycémie” nous choisissons un modèle 
comportemental, en temps continu. L'évolution du système, traité comme une boîte noire est alors 
décrite par un système d'équations différentielles appelé système dynamique. Le modèle le plus 
répandu est le système dynamique linéaire, mais nous avons choisi de modéliser avec un système 
bilinéaire (ayant la propriété d'être de plus linéaire en l'entrée). Un tel système a plus de flexibilité 
pour approximer un système réel avec une meilleure précision. 
 
2.2. La méthode d'acquisition du modèle 
 
Nous proposons une collection de modèles pour décrire le comportement de la glycémie dans 
certaines conditions. Ces conditions peuvent être définies pendant la période post-prandiale, les 
repas, et éventuellement l'effort physique. 
 
La méthode consiste à identifier localement (dans un voisinage de l'instant ti) un système 
dynamique, considéré comme une boîte noire, lorsqu’on ne connaît qu'un échantillon de jeux 
d'entrée/sortie. Les systèmes dynamiques considérés ont une entrée et une dérive. L'entrée est le 
débit d'insuline et la dérive correspond au fait que le système subit des changements même en 
l'absence d'insuline perfusée. 
 
La méthode passe par l'identification, si possible à l'ordre k=2, de la série génératrice Gi du système. 
Cette série est une représentation du comportement entrée/sortie du système. C'est une 
généralisation de la fonction de transfert de systèmes linéaires. Graphiquement, on peut voir la série 
génératrice comme un automate, défini par des états et des transitions. Le calcul de cette série 

G ik  à 
l'ordre k permet ensuite de fournir un système bilinéaire associé 

B ik . 
 
Il résulte de ce calcul que l'écart entre la sortie du modèle bilinéaire et celle du système inconnu est 
de l'ordre de k=2. 
 
Par ailleurs, l'étude de cette série permet d'acquérir des informations sur la stabilité du système alors 
que les équations d'état du système ne fournissent en général aucune information sur la stabilité. 
 
Exemple 1: 
 
Soit le système bilinéaire (B2) approximant notre système inconnu à l'ordre 2 où u(t) représente le 
débit d'insuline à l'instant t et y(t) la glycémie. 

2B 
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1
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2
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1
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En notant s
*
=1+s+s
2+…+sn+…, la série génératrice associée à B2 est une série à 2 variables z0 et z1, 
z0 codant le système et z1 codant l’entrée u(t). 
 
G2=(2z0+z1)(3z0)
*
+1.5 
 
La représentation graphique par un automate est donnée par la figure 4. On entre par l'état E0 et on 
sort par un des états E0, resp. E1 avec la valeur 1.5, resp. 1 après avoir emprunté tous les chemins 
autorisés par l'automate. Chaque transition est valuée par un monôme (2z0, z1, 3 z0). Un chemin 
composé de transitions est valué par le produit des monômes correspondants (par exemple z13 z0). 
La série génératrice consiste à sommer les valuations de tous les chemins ayant pour origine le 
point d'entrée (E0) et pour extrémité un des points de sortie (E0,E1) avec la valeur de sortie associée. 
 
 
Figure 4 : Automate 
 2.3. La stabilité 
 
Un système dynamique a une stabilité EBSB (Entrée-Bornée-Sortie-Bornée) si et seulement si sa 
sortie y(t) est définie et bornée pour toute entrée bornée u(t). Or la sortie d'un système dynamique 
bilinéaire peut se calculer en “évaluant” sa série génératrice. Plus précisément, “l'évaluation” de la 
série consiste à intégrer chaque terme de cette série puis à sommer. On distingue alors 3 cas. 
 
 Dans certains cas, cette opération est facile et on obtient explicitement y(t). 
 Dans d'autres cas, si on suppose que l'entrée u(t) est bornée par 2 valeurs Min, Max, on peut 
savoir si la sortie y(t) est elle aussi bornée, sans calculer explicitement y(t). 
 Enfin, dans les cas difficiles, on se contente de chercher s'il existe des entrées stabilisantes, 
c’est-à-dire des entrées constantes u(t)=η pour lesquelles la sortie du système reste bornée. 
 
Pour traiter ce cas, on démontre que la sortie du système pour l'entrée u(t)=η consiste à évaluer une 
certaine série Gη à une seule variable z0. Cette série pouvant s'écrire comme une fraction rationnelle, 
c'est-à-dire un quotient de deux polynômes, on utilise alors deux propositions démontrées dans [12, 
13], relatives aux pôles de Gη pour savoir s'il existe une stabilité pour u(t)=η. 
 
Proposition 1 : Une condition nécessaire à la stabilité d'un système bilinéaire de série génératrice G 
est que pour toute constante réelle η, la partie réelle des pôles de Gη soit négative ou nulle et que les 
pôles imaginaires de Gη soient simples. 
 
Proposition 2 : S'il existe une constante η telle que chaque pôle de Gη ait une partie réelle négative 
ou nulle et que chaque pôle imaginaire soit simple, alors u(t)=η est une entrée stabilisante. 
 
3. Exemples 
 
Nous présentons deux exemples pour illustrer la méthode. Le premier est issu de l'exemple 1 en 
considérant des paramètres a (resp. b) au lieu des valeurs numériques 2 (resp. 3) afin de présenter 
une discussion sur la stabilité en fonction des valeurs des paramètres. Cet exemple entre dans le 
premier cas présenté précédemment. 
 
Le second exemple fait apparaître 3 paramètres a, b, c. Il entre dans le troisième cas et nous ne 
présentons que le début du calcul. 
 
 Exemple 1bis 
Les équations d'état du système sont, pour un débit d'insuline u(t) et une glycémie y(t)  
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 La série génératrice est : 
G2 = (z1+a z0)(b z0)
*
+1.5 
 Son automate est indiqué sur la figure 5 : 
 
 
 
  
Figure 5 : Automates des exemples 1bis et 2 
  
On décompose cette série en 2 parties G21 = z1 (b z0)
*
, G22 = a z0(b z0)
*
 avec G2 = G21 + G22 + 1.5. 
On sait calculer “l'évaluation” de G21 et G22 et on obtient une expression explicite de la sortie y(t). 
Ce système n'est pas EBSB pour b>0 et est EBSB pour b<0 (si M1 ≤ u(t) ≤ M2 alors y(t) est borné). 
Par exemple, pour a > 0, b < 0, 0 ≤ u(t) ≤ M, alors y(t) ≤ x(0) + 

M  a
b
. 
  
 Exemple 2 
 Les équations d'état du système sont  
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La série génératrice est  
G3 = (z1+a z0)(b z0+(z1+a z0)c z0)
*
+1.5 
 Son automate est indiqué sur la figure 5. Nous calculons G3,η en substituant η z0 à z1 dans G3 :  
G3,η = 1.5 + 

(a   )z
0
1  bz
0
 (a   )cz
0
2
. Une étude des pôles de cette fraction rationnelle permet de savoir 
s'il existe des entrées constantes u(t)=η stabilisantes en fonction des paramètres a,b,c [12, 13]. 
 
4. Conclusion 
 
La stabilité EBSB des systèmes bilinéaires ne peut, en général, pas être étudiée en considérant les 
équations d'état. La méthode proposée ici consiste à utiliser “l'évaluation” de leur série génératrice. 
On obtient ainsi soit une réponse sur la stabilité EBSB du système soit une réponse sur l'existence 
d'entrées constantes stabilisantes. 
 
En appliquant cette méthode au modèle bilinéaire approximant le comportement “débit 
d'insuline/glycémie”, on peut espérer avoir une information sur la stabilité du système (inconnu) 
décrivant réellement ce comportement. 
 
Dans ce cas, on peut mettre en place une surveillance différente selon que le système apparaît stable 
ou non. Notre proposition serait d'établir des intervalles de temps de taille variable en fonction de 
cette information, dans la mise en oeuvre de notre algorithme de modélisation-régulation. 
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